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У статті обґрунтована доцільність вивчення основ динамічного програмування на уроках інфор-
матики у середній школі та на заняттях з програмування молодших курсів ЗВО в темах «Вкладені 
цикли», «Масиви» та «Рекурсії». Наведена модельна задача та описана послідовність її розв’язання 
для демонстрації основ методу динамічного програмування: виділення станів системи, де остан-
ній стан відповідає розв’язку всієї задачі; встановлення критерію оптимальності станів; послідов-
ного визначення оптимального результату для кожного стану зі збереженням цього результату для 
подальшого розрахунку оптимальних результатів наступних станів; формування шляху досягнення 
оптимального результату для всієї задачі через зворотне визначення відповідних проміжних станів. 
Показано, що зв’язок між станами системи необов’язково має бути лінійним, головне, щоб опти-
мальний результат чергового стану визначався через збережені оптимальні результати попередніх 
станів. Визначені рекурентні формули для послідовного обчислення оптимальних результатів кож-
ного стану поставленої задачі. Наведені фрагменти програми для реалізації розроблених алгоритмів 
основних етапів розв’язку поставленої задачі мовою програмування C#. Оцінку складності наведених 
алгоритмів для втілення окремих етапів розв’язку поставленої задачі проведено методами теорії 
алгоритмів. Встановлено, що асимптотична обчислювальна складність прямого та зворотного ходу 
методу динамічного програмування на основі рекурентних формул, як мінімум, на порядок нижча 
відповідних рекурсивних викликів підпрограм. Правильність теоретичних викладок та коректність 
наведених фрагментів програми підтверджена експериментально за допомогою віддаленого неза-
лежного обчислювального середовища на сайті https://basecamp.eolymp.com. Наголошено, що вивчення 
основ динамічного програмування формуватиме у здобувачів освіти навички регресійного тестування 
та написання не лише правильних, а й ефективних програм.

Ключові слова: доцільність вивчення динамічного програмування, методи оптимізації, методика 
навчання інформатики, алгоритмічне мислення, формування ІТ-компетентностей, асимптотична 
обчислювальна складність, оптимізація алгоритмів.
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Shportko A. V., Yanchuk P. S., Lotiuk Yu. G., Solovei L. Ya. On the Advantage of Studying 
the Basics of Dynamic Programming in High School and University

The article substantiates the feasibility of studying the basics of dynamic programming in computer 
science lessons in high school and in programming classes in junior years of universities in the topics “Nested 
Loops”, “Arrays” and “Recursions”. A model problem is presented and the sequence of its solution is 
described to demonstrate the basics of the dynamic programming method: allocation of system states, where 
the last state corresponds to the solution of the entire problem; establishment of a criterion for optimality 
of states; sequential determination of the optimal result for each state with saving this result for further 
calculation of optimal results of subsequent states; formation of a path to achieve an optimal result for 
the entire problem through the reverse determination of the corresponding intermediate states. It is shown 
that the relationship between the states of the system does not necessarily have to be linear, the main thing is 
that the optimal result of the next state is determined through the saved optimal results of the previous states. 
Recursive formulas are determined for sequential calculation of optimal results of each state of the problem. 
The program fragments for implementing the developed algorithms of the main stages of solving the problem 
in the C# programming language are presented. The complexity of the given algorithms for implementing 
individual stages of solving the problem was assessed using algorithm theory methods. It was established that 
the asymptotic computational complexity of the forward and backward steps of the dynamic programming 
method based on recurrent formulas is at least an order of magnitude lower than the corresponding recursive 
calls of subroutines. The correctness of the theoretical calculations and the correctness of the given program 
fragments were confirmed experimentally using a remote independent computing environment on the website 
https://basecamp.eolymp.com. It is emphasized that studying the basics of dynamic programming will form 
regression testing skills and writing not only correct but also effective programs in students.

Key words: feasibility of studying dynamic programming, optimization methods, methods of teaching 
informatics, algorithmic thinking, IT competence development, efficient programming, asymptotic 
computational complexity, algorithm optimization.

Вступ. На сьогодні основи динаміч-
ного програмування [10, розділ 15] вивча-
ються в курсі інформатики середньої школи 
[2; 3, с. 12; 6–7] лише в 11 класі на профіль-
ному рівні у темі «Алгоритми» або для під-
готовки до олімпіад з програмування [5]. 
У вищій школі цей метод, в основному, вивча-
ється лише в дисципліні «Методи оптимізації 
та дослідження операцій». Хоча ідея динаміч-
ного програмування як підходу до розв’язання 
оптимізаційних задач, який полягає в розбитті 
задачі на підзадачі з послідовним розв’язанням 
цих підзадач і зберіганням їх розв’язків 
для вирішення наступних підзадач аж до 
розв’язування початкової задачі, є нескладною 
для розуміння і на цей час широко викорис-
товується в інформатиці, біології, економіці 
та інших галузях [4]. У вищій школі розбиття 
задач на типові підзадачі (кроки) і їх послі-
довне розв’язання – це вміння, потрібне для 
вивчення багатьох дисциплін.

Тому, на нашу думку, основи динамічного 
програмування на прикладах розв’язування 
найпростіших оптимізаційних задач доцільно 
додатково вводити під час вивчення:

– циклів у 7 класі загальноосвітніх шкіл 
[6, с. 34];

– вкладених циклів та рекурсій у 8 класі 
[7, c. 28–29];

– принципу рекурсії та побудови рекур-
сивної функції у темі «Функції» вибіркового 
модуля «Креативне програмування» в 10–11 
класі для рівня стандарту [3, с. 60];

– масивів як структури даних, рекурсій для 
програмування обчислень за рекурентними 
формулами та обробки структур даних у 10 
класі для профільного рівня [2, с. 6–7];

– вкладених циклів, масивів та рекурсій 
у дисциплінах, пов’язаних з вивченням мов про-
грамування та в дискретній математиці у ЗВО.

Отже, метою цієї статті є пропонування 
методики вивчення основ динамічного про-
грамування на уроках інформатики у середній 
школі та на заняттях з програмування молод-
ших курсів ЗВО. Основні завдання дослі-
дження випливають з поставленої мети:

1.  Навести модельну задачу, придатну для 
розв’язання зазначеними здобувачами, та опи-
сати послідовність її розв’язання для демон-
страції основ методу динамічного програму-
вання.

2.  Визначити рекурентні формули для 
послідовного обчислення оптимальних резуль-
татів кожного стану поставленої задачі.
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3.  Встановити асимптотичну обчислю-
вальну складність прямого та зворотного 
ходу методу динамічного програмування на 
основі рекурентних формул для поставленої 
задачі.

4.  Навести фрагменти програми для реалі-
зації розроблених алгоритмів основних етапів 
розв’язку поставленої задачі мовою програму-
вання C#.

Методи дослідження. В процесі опрацю-
вання літературних джерел та проблематики 
статті використано такі загальні теоретичні 
педагогічні методи, як аналіз та синтез, уза-
гальнення, порівняння, абстрагування, індук-
цію та дедукцію. Для дослідження сучасного 
стану вивчення основ динамічного програму-
вання застосовувався емпіричний метод педа-
гогічного спостереження. Ефективність наве-
деної методики запропоновано здійснити 
методом педагогічного експерименту.

Стосовно ж методу динамічного програ-
мування, аспекти вивчення якого досліджу-
ються у цій статті, то, як відомо, в задачах, які 
підпадають під дію цього методу, виділяють 
окремі кроки, після чого знаходять рішення 
для кожного кроку, щоб забезпечити опти-
мальний розв’язок для всього процесу зага-
лом. Розв’язуються такі багатокрокові задачі 
на основі принципу оптимальності Беллмана 
[10], який ми процитуємо з [1]: «Який би не 
був стан системи перед черговим кроком, 
керування на цьому кроці необхідно обирати 
так, щоб оптимізувати результат на цьому 
кроці плюс результат на всіх наступних кро-
ках». Тому задачі динамічного програмування 
найчастіше розв’язують «з кінця», визначаючи 
оптимальні результати від останнього кроку 
до першого для всіх допустимих станів.

Ми ж пропонуємо у старшій школі та на 
перших курсах ЗВО вивчати основи динаміч-
ного програмування, виділяючи лише стани 
системи та критерій оптимальності станів, 
після чого послідовно визначати оптимальні 
результати для кожного стану зі збереженням 
цих результатів для подальшого розрахунку 
оптимальних результатів наступних станів, 
і на завершення – формувати шлях досягнення 
оптимального результату для всієї задачі через 
зворотне визначення відповідних проміжних 
станів.

Результати дослідження. Покажемо, 
наприклад, як можна подавати основи дина-
мічного програмування під час вивчення дво-
вимірних масивів у 8 класі за допомогою 
однієї із задач на визначення траєкторії.

Задачу, яка розв’язується у цій статті, 
коротко сформулюємо так, як вона подана на 
сайті https://basecamp.eolymp.com під назвою 
«Мишка і зернинки» (№  15): «В індійському 
храмі підлогу прямокутної форми вимощено 
однаковими квадратними плитками 1×1, на 
кожну з яких насипано від 0 до k (k≤30000) 
зернинок. Розміри підлоги m×n (1≤m, n≤100). 
Мишка вибігає з лівого нижнього кута підлоги 
храму i рухається до входу в іншу нірку, роз-
міщену у протилежному кутку. Мишка може 
рухатись лише праворуч або вперед, збира-
ючи всі зернинки з плитки, на якій вона знахо-
диться. Знайти маршрут, рухаючись по якому 
мишка збере найбільшу кількість зернин». На 
вхід програми після чисел m та n подається 
m рядків по n чисел. Програма має виво-
дити маршрут руху мишки у форматі рядка 
без пробілів із символів R та F, де F позначає 
крок вперед, а R – крок праворуч. Ліміт часу 
для виконання програмою кожного тесту – 1 с, 
максимально можливий обсяг використання 
пам’яті – 128 Мб.

Зрозуміло, що для зберігання кількостей 
зернинок на кожній плитці і кількостей зер-
нинок, зібраних мишкою від початку руху, 
потрібно використати двовимірні масиви. 
Нехай мишка починає рухатися з плитки 
з координатами (0,  0) до плитки з координа-
тами (n-1, m-1). Тут і надалі будемо розглядати 
лише цілочисельні координати. Задання такої 
системи координат спонукатиме учнів замис-
литися над різницею між координатами точки 
на площині та індексом елемента в двовимір-
ному масиві: на площині спочатку вказується 
координата x, а потім y, а в двовимірному 
масиві, як правило, спочатку задають індекс 
рядка, а потім – стовпця; на площині коорди-
нати y збільшуються вгору, а в двовимірних 
масивах рядки нумеруються зверху вниз.

Опишемо процес форму-
вання розв’язку цієї задачі для тес-
тового прикладу вхідних даних 
з web-сторінки https://basecamp.eolymp.com/ 
uk/problems/15, наведених на рис. 1.
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Рис. 1. Тестовий приклад кількостей зернин 
на підлозі розміром 3×2 плитки і напрямки 
переходу до плитки з координатами (1, 1)  

із сусідніх плиток

Навівши учням цей приклад кількостей 
зернин на плитках підлоги, варто у них поці-
кавитися, які шляхи переміщення мишки 
з плитки (0,  0) до плитки (2,  1) вони пропо-
нують? Яку кількість зернин збере мишка, 
переміщуючись цими шляхами? Який шлях 
будемо вважати оптимальним? Чи завжди 
оптимальний шлях буде проходити через 
плитку з максимальною кількістю зернин? 
Від чого залежить максимальна сума зернин, 
зібраних від початку руху до кожної плитки?

Тільки після того, як учні зрозуміють, що 
максимальна сума зібраних зернин від плитки 
(0, 0) до кожної плитки залежить лише від 
таких самих сум для двох сусідніх плиток 
зліва та знизу і кількості зернинок на поточній 
плитці, а розв’язок всієї задачі – це ця сума 
для плитки (n-1, m-1), варто перейти до фор-
мування максимальних сум зібраних зернин 
від початку руху до кожної плитки.

Для якої плитки ми відразу можемо визна-
чити максимальну суму зібраних зернин? 
Зрозуміло, що для стартової плитки з коорди-
натами (0, 0) така сума рівна кількості зернин 
на цій плитці, бо мишка з неї починає рух. 
На кожну плитку найнижчого рядка з коор-
динатами (j, 0), де j>0, мишка може потра-
пити лише з плитки (j-1, 0), збільшивши сто-
совно неї максимальну суму зібраних зернин 
на кількість зернин цієї плитки (j, 0). Анало-
гічно максимальна сума зібраних зернин для 
всіх плиток першого стовпця з координатами 
(0, i), де i>0, рівна сумі такого показника для 
сусідньої плитки знизу з координатами (0, i-1) 
та кількість зернин цієї плитки (0, i). Важливо, 
що максимальні суми для найнижчого рядка 
та першого стовпця ми можемо визначати від-
разу, рухаючись послідовно.

А ось у кожну плитку, розміщену у всіх ряд-
ках, крім останнього, і у всіх стовпцях, крім 
першого, мишка може потрапити або із сусід-

ньої плитки зліва, або із сусідньої плитки знизу 
(див. рис. 1) і сума зібраних зернин тоді зросте 
на кількість зернин поточної плитки. Зрозу-
міло, що максимальна сума зібраних зернин 
для таких плиток – це максимум з цих двох 
варіантів. Виходячи з цих міркувань, запишемо 
послідовність рекурентних формул для визна-
чення максимальної суми зібраних зернин від 
початку руху до кожної плитки (перший індекс 
тут вказує на координату по осі абсцис, а дру-
гий – по осі ординат,  corni, j – кількість зерни-
нок на плитці з координатами (i, j)):

 
 

 
 

 

9

 

   .1,1,1,1,;max

;1,1,

;1,1,

;

,1,,,1,

,01,0,0

0,0,10,

0,00,0















mjnicornsumacornsumasuma

mjcornsumasuma

nicornsumasuma

cornsuma

jijijijiji

jjj

iii
 (1) 

Тут слід наголосити на важливості використання саме рекурентних 

формул (1), які дають змогу послідовно визначати jisuma ,  для всіх плиток аж 

до 1,1  mnsuma , замість аналогічної рекурсивної функції  1,1  mnsuma , 

адже асимптотична обчислювальна складність рекурентних формул для всіх 

плиток становить O(m×n), а для рекурсивної функції – не менше 

O(m×n×max(m, n)), враховуючи, що для всіх плиток, крім тих, що розміщені в 

останньому рядку і стовпці, ця рекурсивна функція викликається 

неодноразово. Саме рекурентні формули (1) відображають прямий хід 

методу динамічного програмування для цієї задачі. Для їх реалізації 

максимальні суми зернинок для попередніх плиток потрібно зберігати в 

масиві чи використовувати мемоізацію [8]. Максимальні суми зернинок, 

обчислені для тестового прикладу з рис. 1, наведені на рис. 2. 
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прикладних додатків: 

 suma[0, 0] = corn[0, 0]; 

Тут слід наголосити на важливості вико-
ристання саме рекурентних формул (1), які 
дають змогу послідовно визначати sumai,j 
для всіх плиток аж до suman–1, m–1, замість ана-
логічної рекурсивної функції suma(n–1, m–1), 
адже асимптотична обчислювальна складність 
рекурентних формул для всіх плиток стано-
вить O(m×n), а для рекурсивної функції – не 
менше O(m×n×max(m, n)), враховуючи, що для 
всіх плиток, крім тих, що розміщені в остан-
ньому рядку і стовпці, ця рекурсивна функ-
ція викликається неодноразово. Саме реку-
рентні формули (1) відображають прямий хід 
методу динамічного програмування для цієї 
задачі. Для їх реалізації максимальні суми зер-
нинок для попередніх плиток потрібно збері-
гати в масиві чи використовувати мемоізацію 
[8]. Максимальні суми зернинок, обчислені 
для тестового прикладу з рис.  1, наведені на 
рис. 2.

Наведемо фрагмент програми для реаліза-
ції прямого ходу методу динамічного програ-
мування поставленої задачі мовою програму-
вання C#, оскільки на сьогодні вона є однією 
з основних мов програмування прикладних 
додатків:

suma[0, 0] = corn[0, 0];
for (j = 1; j < n; j++)   suma[0, j] = suma[0, j – 1]  

+ corn[0, j];
for (i = 1; i < m; i++)  suma[i, 0] = suma[i – 1, 0]  

+ corn[i, 0];
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Серія: Педагогіка та психологія
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Рис. 2. Накопичені максимальні суми зернин 
від початку руху до кожної плитки та шлях 
накопичення такої суми для всієї підлоги

for (i = 1; i < m; i++)
for (j = 1; j < n; j++)
if (suma[i, j – 1] + corn[i, j] > suma[i – 1, j] + 

corn[i, j])
suma[i, j] = suma[i, j – 1] + corn[i, j];
else   suma[i, j] = suma[i – 1, j] + corn[i, j];
Але визначенням максимальної суми зібра-

них зернин від початкової до останньої плитки 
на шляху переміщення мишки розв’язання 
поставленої задачі не завершується, адже нам 
потрібно знайти не саму максимальну суму, а 
визначити шлях переміщення, який забезпе-
чує цю максимальну суму. Формувати шлях, 
починаючи з початкової плитки недоцільно, 
оскільки однозначно визначити напрямок 
руху від неї неможливо, а рекурсивні виклики 
можуть у рази сповільнити виконання про-
грами. Тому визначимо цей шлях від остан-
ньої плитки, задаючись щоразу питанням: 
«Звідки має переміститися мишка, щоб отри-
мати максимальну суму зібраних зернин для 
поточної плитки?». Наприклад, для останньої 
плитки з координатами (2, 1) максимальну 
суму зібраних зернин 12 було отримано пере-
міщенням з плитки (1, 1), для якої ця макси-
мальна сума становить 8, шляхом додавання 
кількості зернин на останній плитці 4. Тому 
останнє переміщення мишки відбулося вправо 
(остання стрілка на рис.  2), отже, на початок 
рядка результату ми допишемо R і аналогічно 

продовжимо визначення маршруту з позиції 
(1, 1). Формування маршруту завершується 
після переходу до початкової позиції з коор-
динатами (0, 0). Це і є зворотний хід методу 
динамічного програмування для цієї задачі. 
Важливо пояснити учням, що, по-перше, за 
одну ітерацію зворотного ходу ми на один 
рядок чи стовпець наближаємося до початко-
вої плитки, тому загальна кількість таких іте-
рацій становитиме лише n+m-2 і, по-друге, 
реалізація зворотного ходу методу динаміч-
ного програмування можлива лише за умови 
зберігання максимальних сум зібраних зернин 
для кожної плитки. Шлях мишки, визначений 
за цим алгоритмом для тестового прикладу 
рис.  1, запишеться як RFR (див. стрілки на 
рис.  2). Фрагмент коду програми для реаліза-
ції зворотного ходу методу динамічного про-
грамування для цієї задачі подамо так:

i = m - 1; j = n - 1; // починаємо визначення 
з останньої плитки

string res = "";
while (i>0 || j>0)
{if (i > 0 && suma[i, j] = suma[i-1, j] + 

corn[i, j]) // переміщення було знизу
{res= "F"+res; i--; }
else
{res= "R"+res; j--; }}
Console.WriteLine(res);
Подамо результати тестування програми 

з наведеними фрагментами коду з незалеж-
ного обчислювального середовища на сайті 
https://basecamp.eolymp.com (рис. 3).

На цей сервер до кожної задачі програміст 
може завантажити розв’язки у вигляді текстів 
різноманітних програм, написаних навіть на 
різних мовах програмування. Після цього сер-
вер сайту компілює отримані програми і подає 

Рис. 3. Результати тестування програми для розв’язування поставленої задачі
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прикладу рис. 1, запишеться як RFR (див. стрілки на рис. 2). Фрагмент коду 

програми для реалізації зворотного ходу методу динамічного програмування 

для цієї задачі подамо так: 

 i = m - 1; j = n - 1; // починаємо визначення з останньої плитки 

 string res = ""; 

 while (i>0 || j>0) 

    {if (i > 0 && suma[i, j] == suma[i-1, j] + corn[i, j]) // переміщення було 

знизу 

        {res= "F"+res; i--; } 

      else 

        {res= "R"+res; j--; }} 

 Console.WriteLine(res); 

Подамо результати тестування програми з наведеними фрагментами 

коду з незалежного обчислювального середовища на сайті 

https://basecamp.eolymp.com (рис. 3). 
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їм на вхід виконання різні тести, невідомі 
програмістам та звіряє отримані результати 
на виході з очікуваними. Задача вважається 
розв’язаною лише тоді, коли відповідна про-
грама пройшла кожен з тестів за відведений 
проміжок часу та не перевищила допусти-
мий обсяг використання оперативної пам’яті 
(наприклад, описана тут програма витратила 
максимум 17 мс та 16.39 МБ оперативної 
пам’яті на кожен зі 100 пройдених тестів). 
Переваги від використання такого віддаленого 
незалежного обчислювального середовища 
очевидні, адже, використовуючи його, можна 
об’єктивно порівнювати різні розв’язки між 
собою [8]. Віддалене тестування розроблених 
програм по суті реалізує концепцію регресій-
ного тестування, адже зменшення кількості 
пройдених тестів чи збільшення часу тесту-
вання наступним варіантом програми сигналі-
зує про погіршення якості коду.

За результатами дослідження зробимо такі 
висновки:

1.  Використання методу динамічного про-
грамування кардинально зменшує обчис-
лювальну складність алгоритму за рахунок 
використання напрямленого замість повного 
перебору варіантів, хоча й вимагає зберігання 

значень цільової функції для кожного з про-
міжних станів.

2.  Задачі, що розв’язуються з використан-
ням підходів динамічного програмування, варто 
вирішувати з учнями, починаючи з 7–8  класу 
під час вивчення вкладених циклів, а зі студен-
тами – не тільки в дисциплінах, пов’язаних 
з програмуванням, а і з вивченням дискрет-
ної математики та тестування. Це формува-
тиме навички написання не лише правильних, 
а й ефективних (у контексті часу виконання 
та використання обчислювальних ресурсів) про-
грам та дасть змогу здобувачам освіти посту-
пово оволодівати цим потужним інструментом 
для розв’язування реальних задач з різних галу-
зей економіки.

3.  Застосування віддалених серверів для 
перевірки розроблених програм шляхом про-
ходження наборів невідомих тестів дає змогу 
співставляти результати виконання кодів, напи-
саних різними мовами програмування чи для 
різних методів, формує навички регресійного 
тестування та спонукає здобувачів освіти до 
усвідомлення значення ефективності програм-
ного коду та критеріїв його оцінювання і тому 
рекомендується нами для практичного викорис-
тання у середній і старшій школі та у ЗВО.
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